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Zur Streuung mittelschneller Elektronen in kleinste Winkel

Von FrIEDRICH LENZ *

Aus dem Rheinisch-Westfilischen Institut fiir Ubermikroskopie, Diisseldorf
(Z. Naturforschg. 9a, 185—204 [1954]; eingegangen am 12. September 1953)

Zwischen der Streuung von Elektronen und Rontgenstrahlen an Atomen besteht be-
kanntlich eine enge Verwandtschaft: In die Berechnung der elastischen (kohédrenten)
Streuung geht derselbe Streufaktor f, in die der unelastischen (inkohirenten) dieselbe
Streufunktion S ein. Fir die Rontgenstreuung hat sich die Berechnung von f auf S aus
dem Thomas-Fermi-Modell in den meisten Fillen als ausreichend erwiesen. Dall das
Thomas-Fermi-Modell fiir kleine Streuwinkel die Werte von f und S nicht ganz richtig
wiedergibt, fithrt nimlich nur zu relativ geringen Fehlern fur den Rontgenstreuquer-
schnitt. Vollig anders liegen in dieser Beziehung aber die Verhiltnisse bei der Elektronen-
streuung. Da der differentielle Streuquerschnitt fiir Elektronenstreuung im Gegensatz
zur Rontgenstreuung den Faktor [4 741 sin (#/2)]-* enthilt, kommt es hier entscheidend
auf die genaue Kenntnis von f und S fiir kleine Streuwinkel # an. Wegen des schnellen
Abfallens des differentiellen Elektronen-Streuquerschnitts mit wachsendem Streuwinkel
ist dagegen hier die genaue Kenntnis von f und S fiir groBere Streuwinkel weniger wichtig.
Da bei der Berechnung des Streuquerschnitts aus der Elektronendichteverteilung im Atom
das Verhalten von f und S fiir kleine Streuwinkel vor allem vom Verhalten der Dichte-
verteilung der Atomelektronen fiir groe Kernabstinde bestimmt wird, ist bei der Elek-
tronenstreuung das Wentzelsche Atommodell, dessen Dichteverteilung fiir grofie Kern-
abstinde exponentiell abfillt, dem nach Thomas-Fermi vorzuziehen. Der Wentzelsche
Atomradius ist dabei so zu wihlen, dal das Verhalten von f und § fiir kleine Streuwinkel
richtig wiedergegeben wird.

Die so gewonnenen Formeln fir Einfachstreuung werden zur Berechnung der Gesamt-
querschnitte, der Aufhellungsdicken und vor allem der Mehrfachstreuung nach dem Ver-
fahren von Bothe und Moliére benutzt und fiir Kohlenstoff, Chrom und Gold nume-
risch ausgewertet.

Die theoretischen Streuverteilungen werden mit Experimenten von Biberm an u. Mit-
arbb. einerseits und von L eisegan g andererseits verglichen. Die Diskrepanzen zwischen
den MeBergebnissen von Biberman und der auf dem Thomas-Fermi-Modell beruhenden
alten Theorie werden erklirt. Die Ubereinstimmung mit unseren theoretischen Kurven
ist bedeutend besser. Beziiglich der MeBergebnisse von Leisegang bedeutet unsere Theorie
keinen wesentlichen Fortschritt, da Leisegang mit einem um zwei Zehnerpotenzen brei-
teren Primarstrahl arbeitet als Biberman u. Mitarbb., so daf3 das von uns besonders unter-
suchte Verhalten fiir kleinste Winkel im Primérstrahl untergeht.

Die Streuverteilung in kleinste Winkel ist wichtig fir die elektronenoptische Abbil-
dung, da jede Berechnung der Intensitatsverteilung eines Bildpunktes im Endbild die
Kenntnis der Streuverteilung des entsprechenden Objektpunktes zur Voraussetzung hat.

ie Streuung von Elektronen an Atomen ist be-
Dreits vielfach theoretisch und experimentell be-
handelt worden. Wegen der Schwierigkeit, einen
hinreichend feinen und intensiven Primérstrahl zu
erhalten und seine Umgebung von Stérstrahlungen
freizuhalten, liegt jedoch, soweit uns bekannt ist,
bisher nur eine experimentelle Untersuchung von
Bibermann, Wtorow, Kowner, Ssuschkin
und Jaworskij! iiber die Winkelverteilung bei der
Streuung mittelschneller Elektronen in kleinste
Winkel vor. Gerade diese ist aber von ausschlag-
gebender Bedeutung fiir die Kontrastentstehung

* jetzt am Lehrstuhl fiir Elektronenoptik und Fein-
mechanik der Technischen Hochschule Aachen.

1 L. M. Biberman, E. N. Wtorow, I. A. Kow-
ner, N. G. Ssuschkin u. B. M. Jaworskij, C. R.
Akad. Sci., URSS 69, 519 [1949].

bei der iibermikroskopischen Abbildung, welche be-
kanntlich im wesentlichen durch den nach dem Ver-
lassen des Objektes iibrig bleibenden Kernstrahl
bewirkt wird 2. Wahrend in der Literatur als ,,kleine‘
Streuwinkel solche von der Gr6enordnung 10°—30°
gelten (s..z. B.3), sollen in der vorliegenden Arbeit
mit , kleinsten‘* Streuwinkeln solche zwischen 10~1
und 10~* gemeint sein, also die in der Ubermikro-
skopie besonders interessierenden. Unter mittel-
schnellen Elektronen wollen wir die in der Uber-
mikroskopie vorwiegend benutzten von 50 bis 100
kV Beschleunigungsspannung verstehen, im Gegen-

2 B. v. Borries u. E. Ruska, Z. techn. Phys. 19,
402 [1938].

3 G. Schulze-Pillot u. W. Bothe, Z. Natur-
forschg. 5a, 440 [1950].
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satz zu den schnellen Elektronen, fiir welche die
relativistischen Effekte eine entscheidende Rolle
spielen (z. B. f-Strahlen und Elektronen aus der
kosmischen Strahlung), und im Gegensatz zu den
langsamen, fiir welche die Bornsche Néherung
nicht mehr zulédssig ist. Bei den mittelschnellen
Elektronen soll also die Bornsche Néaherung gel-
ten, und die relativistischen Effekte sollen durch
relativ kleine Korrekturen beriicksichtigt werden
kénnen.

Eine ausfiihrliche Untersuchung der quantitati-
ven Streuverhéltnisse, welche speziell auf die klein-
sten Streuwinkel und ihre Bedeutung fiir die Uber-
mikroskopie zugeschnitten war, ist zuerst von
v. Borries? in Angriff genommen worden, wozu er
sich der Morseschen Streuformel® bediente. Fiir
die elastische Streuung benutzte er dabei den aus
der Thomas-Fermischen statistischen Elektronen-
dichteverteilung berechneten Streufaktor f, fiir die
unelastische Streuung die Streufunktion von Hei-
senberg® und Bewilogua” in der durch Koppe?®
korrigierten Form. In der vorliegenden Arbeit soll
die Berechtigung dieses Vorgehens unter besonderer
Beriicksichtigung kleinster Streuwinkel kritisch
untersucht werden. Es wird gezeigt, dafl bei der
elastischen Streuung die Berechnung des Streu-
faktors aus der Thomas-Fermischen Dichtevertei-
lung gerade fiir kleine Streuwinkel zu recht erheb-
lichen Fehlern fithrt und wie man diese Fehler ver-
meiden kann. Andererseits soll eine Streuformel fiir
unelastische Streuung angegeben werden, welche
der von Koppe® vorgeschlagenen an Genauigkeit
zumindest nicht unterlegen sein diirfte, vor dieser
aber den Vorzug mathematischer Einfachheit hat
und die bequeme geschlossene Integration des Ge-
samtquerschnitts erlaubt. Wir werden uns im Gegen-
satz zu den uns bisher bekannt gewordenen, im
Hinblick auf die Elektronenmikroskopie durchge-
fiihrten theoretischen Untersuchungen iiber Kleinst-
winkelstreuung 4910 v6llig vom Thomas-Fermi-Mo-
dell losen. Wir werden zu Streuformeln gelangen,
welche mathematisch einfacher und dennoch rich-
tiger als die unter Verwendung des Thomas-Fermi-
Modells abgeleiteten sind, da wir die zur Verein-
fachung der Rechnung eingefiihrten Vernachlés-

4 B. v. Borries, Z. Naturforschg. 4a, 51 [1949].
5P. M. Morse, Phys. Z. 33, 443 [1932].

6W. Heisenberg, Phys. Z. 32, 737 [1931].

7 L. Bewilogua, Phys. Z. 32, 740 [1931].

8 H. Koppe, Z. Phys. 124, 658 [1947].

9 H. Boersch, Z. Naturforschg. 2a, 615 [1947].
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sigungen an fiir die Elektronenstreuung in kleinste
Winkel weniger kritischen Stellen anbringen.

Die so gewonnenen Streuformeln fiir Einfach-
streuung sollen zur Berechnung der Winkelvertei-
lung bei der Mehrfachstreuung verwertet werden.

1. Elastische Einfachstreuung in kleinste
Winkel
Derdifferentielle Wirkungsquerschnitt eines Atoms
fiir elastische Streuung von Elektronen betrigt
nach der Mottschen Streuformell!

4
dog = P (Z—fdQ, (1)

welche sich unter der Annahme kugelsymmetri-
scher Streuatome aus einer wellenmechanischen
Rechnung in Bornscher Naherung ergibt. Hierbei
ist Z die Ordnungszahl des streuenden Atoms,
dQ =sin $d¥de das Raumwinkelelement,

4me h?

ay = W = 0,529 A (2)
der Bohrsche Wasserstoffradius,

q=t—t 3)
die vektorielle Differenz der Fortschreitungsvekto-
ren vor und nach dem StoB3 (bei der elastischen

Streuung kann wegen |f|=|t' | =2x/A einfach
4 ., O
g=——sino (4)

gesetzt werden), 4 die Wellenldnge der einfallenden
Elektronenstrahlung, ¢ der Streuwinkel und

()

der Streufaktor fiir Rontgenstrahlen. Die Berech-
nung der Streuverteilung setzt also die Kenntnis
der Dichteverteilung o (r) der Elektronen im Atom
voraus. Fiir die Rontgenstreuung und die Elektro-
nenstreuung in grofle Winkel geniigt es oft, fiir g (r)
die Elektronendichteverteilung nach Thomas und
Fermi!2,13

0 , singr
f:({@(r) 4mr? o dr

0= "Y4na ¢ =~ 4ma® ¢ dAc? (6)

einzusetzen. Hierbei ist @ () diejenige Losung der
Thomas-Fermischen Differentialgleichung

Z (qs(c))“/e_ Z 1 a0

10 ., M. Biberman, Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser.
Fiz. 15, 429 [1951].

11 N. F. Mott, Proc. Roy. Soc. A 127, 658 [1930].

121, H. Thomas, Proc. Camb. Phil. Soc. 23, 542
[1926].

13 . Fermi, Z. Phys. 48, 73 [1928].
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dz o D’/
acc =~ % ()
fiir welche @ (0)=1 und @ (00) =0 ist,
g I 9 \% 3z .
o~ T (792) Tz on = 042
und C:r/a_

Die Thomas-Fermische Dichteverteilung wird fiir
sehr kleine Streuwinkel nicht zu richtigen Ergeb-
nissen fiihren. Es werden namlich diejenigen Elek-
tronen in sehr kleine Winkel gestreut, welche das
Atom in grolem Kernabstand passieren, fiir deren
Streuung also die Elektronendichteverteilung in
grolem Kernabstand entscheidend ist. Eine mathe-
matisch strenge Formulierung dieser zunéchst nur
auf Grund klassischer Vorstellungen plausiblen Be-
hauptung folgt weiter unten. Die Thomas-Fermische
Dichteverteilung gibt aber gerade fiir grofle Kern-
absténde die Verhaltnisse nur unzureichend wieder.
o(r) geht namlich nach (6) und (7) fiir r— oo nur
wie 7~¢ gegen Null, wihrend in Wirklichkeit ein ex-
ponentieller Abfall der Elektronendichte vorliegt.
Wir wollen daher den Streufaktor f fiir kleinste
Streuwinkel niher untersuchen, ohne von der Tho-
mas-Fermi-Dichteverteilung Gebrauch gemacht zu
haben. Wir greifen zu diesem Zweck auf Gleichung
(5) zuriick. Wenn g (r) mit wachsendem 7 hinreichend
stark abféllt, konnen wir in (5) (sin ¢r)/gr in eine
Potenzreihe nach ¢ entwickeln und gliedweise in-
tegrieren. Das das Volumintegral iiber die Elektro-
nendichte gleich der gesamten Elektronenzahl Z
sein mulb, also

Z=[p(r)4ar*dr, 9)
0

wird dann aus (5)

@
2
fm— %J o(r)r24mr2dr+ 0 (¢%). (10)
0
Setzt man dies in (1) ein, so erhilt man
do,, 1 .
dQ:Wﬁ62_0(q2)’ (11)
wobei zur Abkiirzung
[ee]
O=[o(r)r2 4mr2dr (12)
0

14 H. Bethe, Ann. Phys., Lpz. (5) 5, 325 [1930].

15 A. Sommerfeld, Z. Phys. 78, 283 [1932].

16 E. C. Bullard u. H. S.W. Massey, Proc. Camb.
Phil. Soc. 26, 556 [1930].

17 G. Moliére, Z. Naturforschg. 2a, 133 [1947]. Ein
dem Moliéreschen dhnlicher Ansatz findet sich schon
bei Rozental, Z. Phys. 98, 743 [1935]. Streufaktoren
sind danach von K. Umeda, J. Fac. Sci. Hokkaidd
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gesetzt ist. Man sieht, dafl in (12) die Elektronen-
dichte p (r) in grolem Kernabstand mit viel gréBe-
rem Gewicht eingeht als die in geringem. Dies ist
die strenge Fassung der bereits oben auf Grund
klassischer Betrachtungsweise aufgestellten Be-
hauptung, daB fir die Kleinstwinkelstreuung vor
allem die Elektronendichteverteilung in grofSem
Kernabstand mafigebend ist.

Man kann den Wert von @ nun auf verschiedene
Weise zu berechnen versuchen. Eine Berechnung
aus der Thomas-Fermi-Dichteverteilung, welche
nach dem oben Gesagten zu hohe Werte liefern
diirfte, ergibt

[ee]
Orp=6Za* [ D ({) {dL, (13)
0
wie man sieht, wenn man (6) in (12) einsetzt und
zweimal partiell integriert. Numerische Auswertung
des Integrals in (13) liefert

@TF = 54,32 Za?= 43,6 Z% a2H . (14)

Dasselbe Integral ist, wie sich aus Umrechnung
von Zahlenwerten aus den zitierten Arbeiten zeigen
laBt, von Bethel* mit 28,1 Za?, von Koppe® mit
51,2 Za2, von Sommerfeld!® mit 52,5 Za? und
von Bullard und Massey1® mit 34,5 Za® einge-
setzt worden. Daf} sich bei der numerischen Inte-
gration einer hinreichend bekannten Funktion bei
verschiedenen Autoren so unterschiedliche Zahlen-
werte ergeben, diirfte daran liegen, daf3 das Integral
wegen des langsamen Abfalls des Integranden mit
wachsendem ( sehr langsam konvergiert. Man muf3
daher den Fehler, den man macht, wenn man bis
zu einer endlichen oberen Grenze etwa nach der
Simpsonschen Regel integriert und dann abbricht,
sorgfaltig abschatzen. Integriert man beispielsweise
nur bis { =100, so macht man noch einen Fehler
von 139,. Da man aber bei { = 100 schon bei weitem
im Bereich benachbarter Atome liegen diirfte, ist
eben die Dichteverteilung nach Thomas-Fermi zur
Berechnung von O nicht geeignet.

Setzt man an Stelle der strengen Thomas-Fermi-
Verteilung die von Moliére!? dafiir vorgeschlagene
Néherung

Univ. II, Vol. IV, 57 [1951] berechnet worden. Umedas
Zahlenwerte entsprechen ®=14,1 Za? in grober, O =
29,2 Za? in ,,besserer* Naherung. Umeda begniigt sich
mit dieser zweiten Niherung, da sie dem von ihm fiir
exakt gehaltenen Betheschen Wert sehr nahe kommt.
Fur Umedas Rechnungen gilt ebenfalls das im Text
uber die Moliéresche Niherung Gesagte.
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(15)

by=6

in (13) ein, so erhilt man
3
Oy — 6Za‘3.2[% = 25,64 Za? = 20,1 Z% a}y. (16)
i=1"%

Dieser Wert ist etwa um den Faktor 2 kleiner als
der aus (14). Man kann aber aus der Tatsache des
exponentiellen Abfallens der Moliéreschen Néherung
allein noch nicht schliefen, daf3 der Zahlenwert aus
(16) den wirklichen Verhéltnissen niher kommt als
der aus (14). Die Koeffizienten a;, b; der Moliére-
schen Niherung sind niamlich im Hinblick auf eine
gute Annéherung der Thomas-Fermi-Funktion im
Bereich {< 6 nicht ohne gewisse Willkiir gewéhlt.
Es ist daher noch nichts dariiber gesagt, ob sie die
Elektronendichte fiir grofle Kernabstdnde richtiger
beschreibt als die strenge Thomas-Fermi-Verteilung,
und ob sie einen der Wirklichkeit niher kommenden
Wert fiir @ liefert als diese. Man sieht hieraus, daf3
auch das Einsetzen der Moliéreschen Néaherung
keine befriedigende Liésung ist, wenn es sich um die
Streuung in kleinste Winkel handelt.

Es mag hier erwihnt werden, dal man die Moliére-
sche Streuformel

do 4 3 a 2
L 2 4 . S
e =@ Z*a <Zl T g a2> (17)

auch unter Verwendung des Streufaktors f in einfacher
Weise erhilt. Sie ergibt sich ndmlich durch elementare
Integration, wenn man die Moliéresche Naherung in
den aus Kombination von (5) und (6) entstehenden
Ausdruck

o]
—z d*@  sin gal ar 18
=7 | gk (18)
einsetzt. 0

Man konnte weiter daran denken, das Integral ©
aus der diamagnetischen Suszeptibilitit zu berech-
nen. Bei der unelastischen Streuung hat bereits
Koppe® auf einen Zusammenhang zwischen der
diamagnetischen Suszeptibilitit und der Streu-
intensitéit in kleine inkel hingewiesen. Es gilt nim-
lich nach Langevin fiir diamagnetische Stoffe

>
N, u, e®

w=p—1=— 0. (19)

G,

18J. D’Ans u. E. Lax, Taschenbuch fiir Chemiker
und Physiker, 2. Aufl. 1941, Verlag Springer.
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Hierbei ist » die diamagnetische Suszeptibilitit,
u die Permeabilitit, N, die Atomkonzentration
(Zahl der Atome/Volumen), u,=1,256-10"% V-sec/
Amp -m die magnetische Konstante, e die Elek-
tronenladung und m, die Ruhmasse des Elektrons.
Dividiert man auf beiden Seiten von (19) durch
die Massendichte y des Objektmaterials, so erhilt
man fiir die spezifische Suszeptibilitit y wegen
N,=Nyy

Ny u, €2

Py
= y 6m, 8-

(20)

Hierbei bedeutet Ny, =6,02-10%® Mol~! die spe-
zifische Atomzahl. Setzen wir in (20) die Zahlen-
werte fiir Ny, 1, e und m, ein, so erhalten wir

7= — 3,55-101 cm Mol Oy 21)

Benutzen wir beispielsweise fiir Kohlenstoff die
im Taschenbuch von D’ Ans und Lax!8 angegebene
Suszeptibilitdat nach Pascal y= —47:6,00-10"6
cm?/Mol, so wird

Og =2,12:10% cm? = 5,3-6-a% = 4,2-6%a};. (22)

Dieser Wert liegt noch erheblich unter denen aus
den Gln. (14) und (16).

Gl. (19) gilt aber nur fiir Atome ohne paramag-
netisches Moment und ohne Wechselwirkung mit
Nachbaratomen. Sie diirfte daher wohl nur bei
Edelgasatomen zuverlissige Werte liefern.

Einen weiteren Ansatz zur Berechnung des Inte-
grals (12) gibt die Elektronendichteverteilung o (r)
des self consistent field nach Hartree. Setzt man
diese fiir Kohlenstoff ein (hierzu wurde die Hartree-
Funktion fiir den Grundzustand 3P nach Tor-
rancel® benutzt), so erhialt man durch numerische
Auswertung

Op=1658a=11,6-6a2=910-6%a}, (23)

einen Wert, der etwa um den Faktor 2 iiber dem aus
der diamagnetischen Suszeptibilitit berechneten
liegt.

Man muf} nun zwischen der Streuung an Einzel-
atomen (z. B. Edelgasen) und der am Festkorper
(z. B. iibermikroskopischen Objekten) unterschei-
den. Die Streuformel (1) gilt in dieser Form nur fiir
Einzelatome oder allenfalls amorphe Festkorper.
Bei Festkorpern mit kristalliner Struktur geht
wegen der auftretenden Interferenzen noch der
,.Strukturfaktor ein. Aber auch beim amorphen

9 (', C. Torrance, Phys. Rev. 46, 388 [19341].
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Festkorper ist wegen der Néihe der Nachbaratome
die fiir Einzelatome berechnete Elektronenvertei-
lung nach Thomas-Fermi oder Hartree erheblich
gestort, insbesondere die in groBem Kernabstand.
Ob fiir Festkorper der aus der an diesen Festkorpern
gemessenen diamagnetischen Suszeptibilitat oder
der aus der Hartree-Verteilung berechnete Wert fiir
O richtiger ist, mul das Experiment entscheiden.
Fiir Edelgase, bei denen die Storung durch Nachbar-
atome keine Rolle spielt, ist die Ubereinstimmung
zwischen den aus der diamagnetischen Suszeptibili-
tdt und den aus der Hartree-Verteilung berechneten
Werten fiir @ bekanntlich befriedigend?. Schlief3-
lich besteht noch die Moglichkeit, @ empirisch aus
der Messung von Streuintensititen selbst zu be-
stimmen, und zwar am besten bei Mehrfachstreuung
und nicht zu feinem Priméarstrahl. Dann kann man
nimlich, wie wir spidter im Abschnitt iiber Mehr-
fachstreuung sehen werden, bei Kenntnis der In-
tensititsverteilung des Primérstrahls und
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bekannten Funktion g (r) abhingt. Wir wollen uns
daher der Streuformel von Wentzel?!

do,, 1 z?

_ 24
a0~ ag (@ + IRy o)

bedienen, welche in Bornscher Niaherung aus einem
rohen Potentialsanatz fiir das abgeschirmte Cou-
lomb-Feld

Ze

e—r." R
dme,r

V:

(25)

mit zunidchst unbestimmtem ,,Atomradius® R folgt.
Dies Wentzelsche Atommodell vereint den Vorzug
mathematischer Einfachheit mit dem eines expo-
nentiellen Abfalls der Elektronendichte o (r) fiir
groBBe r, wobei der Steilheit dieses Abfalls durch
geeignete Wahl von R ein physikalisch sinnvoller
Wert gegeben werden kann. Bethel? setzt in der
Wentzelschen Streuformel (24) R proportional Z—%,
wie es das Thomas-Fermi-Modell nahelegt (8).

der absoluten Dicke der Streufolie aus
dem Verhiltnis der Streuintensitit fiir
den Streuwinkel Null zu der Intensitit
des Primirstrahls direkt auf den Wert
von O schlieen.

Nehmen wir nun an, dal3 unter den bis-
her aufgefithrten Zahlenwerten von © der
aus der Hartree-Dichteverteilung berech-
nete (23) der zuverlissigste ist, so sehen
wir, daBl der aus der strengen Thomas-

Fermi-Verteilung folgende Wert fiir Koh-
lenstoff um etwa den Faktor 5 zu hoch

liegt. Da @ in (11) quadratisch eingeht, er-
hilt man demnach fiir die Streuintensitit
in kleinste Streuwinkel bei Kohlenstoff

Abb. 1.
f-Strahlen des UX) von der Ordnungszahl der Atome der absor-

0
100

10 20 30 40 50 60 70

Abhéngigkeit des Massenabsorptionskoeffizienten (fir

bierenden Substanz nach Crowther ( x ). Zum Vergleich ist die

um den Faktor 25 zu hohe Werte, wenn
man mit der Thomas-Fermischen Elektro-
nendichteverteilung rechnet.

Aus dem Integral O erhalten wir zwar nach (11)
den Hochstwert der Streuverteilungskurve, nicht
aber die Streuverteilung selbst als Funktion des
Streuwinkels. Es wire nun unzweckméiflig, etwa
die Potenzreihe (10) weiter zu entwickeln, also den
Koeffizienten des folgenden Gliedes in ¢* aus der
Elektronendichteverteilung des Atoms zu bestim-
men, da die Unsicherheit dieses Koeffizienten noch
empfindlicher als @ von der uns nicht hinreichend

20 LLandolt-Bornstein, Zahlenwerte und Funk-
tionen I, 1, S. 394, 6. Auflage 1950, Verlag Springer.
21 G. Wentzel, Z. Phys. 40, 590 [1927].

mit einer willkiirlichen Konstanten multiplizierte GroBe Z'/:4

mit aufgetragen (O).

Bethe, dem es ja im Gegensatz zu uns nicht vor-
wiegend auf kleinste Streuwinkel ankam, halt die
so gewonnene Streuformel aber fiir ungenauer als
die, welche aus der strengen Thomas-Fermi-Vertei-
lung folgt. Williams?? und im Anschlu an ihn
Leisegang?® benutzen ebenfalls die Wentzelsche
Streuformel und setzen fiir den Atomradius

R= ayg Z_% . (26)

2 K. Williams, Proc. Roy. Soc. A 169, 531 [1939].
3 S. Leisegang, Z. Phys. 132, 183 [1952].

2
2
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Nun besitzt aber der Atomradius und mit ihm
der Streuquerschnitt vermutlich keinen so ein-
fachen Gang mit der Ordnungszahl, sondern diesem
iiberlagert einen Gang mit den Perioden des perio-
dischen Systems. Einen Hinweis darauf gibt z. B.
der von Crowther?2* beobachtete Gang des Mas-
senabsorptionskoeffizienten fiir 5-Strahlen mit der
Ordnungszahl (Abb.1). Der dem Massenabsorptions-
koeffizienten «/y entsprechende Absorptionsquer-
schnitt wire

1 A
a o 27)

Wie wir spéiter sehen werden, folgt aus dem
Wentzelschen Atommodell, daBB der elastische Ge-
samtstreuquerschnitt proportional Z2R? wird. Wenn
also der Gang des Absorptions- und des elastischen
Streuquerschnitts mit der Ordnungszahl derselbe
wére, miilte

afy ~Z2R%[A (28)
sein, und speziell fiir den Fall, dafl R proportional
7% ist,

aly ~Z's/A. (29)

Wir haben in Abb. 1 zum Vergleich neben «/y die
mit einem willkiirlichen Faktor multiplizierte Funk-
tion Z's/A mit eingetragen. Man sieht, daB sie im
groflen und ganzen denselben Verlauf hat, den Gang
mit den Perioden des periodischen Systems aber natiir-
lich nicht mitmacht.

Wir wollen den Atomradius R so wahlen, daB fir
q=0 der Hochstwert des differentiellen elastischen
Streuquerschnitts mit dem durch Gleichung (11)
geforderten iibereinstimmt. Wir miissen dazu nur

R=10/6Z. (30)

setzen. Die auf diesem Wege gewonnene Streufor-
mel
do,,
de

4 A
CRGERZEE =
hétten wir iibrigens auch erhalten, wenn wir einen
Moliéreschen Ansatz (15) mit a,=1, a,=a;=0,
by=a/R [wo R aus (30)] gemacht hitten, was also
mit den Wentzelschen Ansatz formal mathematisch
gleichbedeutend ist. Fiir den Gesamtquerschnitt
eines Atoms fiir elastische Streuung ergibt sich aus
(24)

_ Zi* 0 (32)

6 al,

Z2 R }?

2
Ty

24 J. A, Crowther, Phil. Mag. 12, 379 [1906].

F. LENZ

Bei hoheren Strahlspannungen miissen in den
Streuformeln relativistische Korrekturen ange-
bracht werden. Sie gehen an zwei Stellen in die
Streuformeln ein: Erstens ist bei der Ableitung der
Mottschen Streuformel fiir die Masse des stoBenden
Elektrons m =m, (1 + eU/m?) einzusetzen. Diese
geht in ay ein, so daBl an Stelle von ay in der
relativistisch korrigierten Form ay (1 4 elU/mc?)™!
zu schreiben ist. Zweitens mufl die in die Streu-
formeln eingehende Elektronenwellenlinge A und
damit ¢ relativistisch korrigiert werden. Die rela-
tivistisch richtige Schreibweise fiir 4 ist

h

[/ 2emo (1 + gors)

s
2m, ¢

A= (33)

AuBlerdem ist noch der Faktor 1 — v?c=2sin? (/2)
zum Streuquerschnitt hinzuzufiigen. Da wir uns
aber auf kleinste Streuwinkel beschrinkt haben, ist
dieser Faktor praktisch gleich Eins, kann also fort-
gelassen werden.

Damit ergibt sich fiir den elastischen Gesamt-
querschnitt statt (32)

Z02 U \2
Oel = (1 + )

67 al mc?

s
_ ZOh? m, c? ' (34)

127 a? em, (1 eU
T 2mc?

Aus dem elastischen Gesamtquerschnitt kénnen
wir leicht die von v. Borries?* eingefiihrte Auf-
hellungsdicke yI’ berechnen, welche als diejenige
Massendicke definiert ist, innerhalb deren alle Pri-
maérelektronen im Mittel je einmal elastisch gestreut
werden. Die Aufhellungsdicke trdgt ihren Namen
danach, daB} sie mit guter Anndherung diejenige
Objektdicke bezeichnet, welche im Elektronen-
mikroskop beim Durchstrahlungsverfahren noch
einigermaflen aufgehellt untersucht werden kann.
Wir werden spiter diese Aufhellungsdicke als Maf3-
stab fiir die Dicke der Streufolie im Abschnitt iiber
Mehrfachstreuung benutzen. Definitionsgemall ist

(35)

In Abb. 2 ist die Aufhellungsdicke als Funktion der
Strahlspannung fiir Kohlenstoff, Chrom und Gold auf-
getragen, wie sie sich nach unserer Streuformel (34)
ergibt. Hierzu wurde @ fiir Kohlenstoff und Chrom
aus der Hartree-Verteilung und fur Gold aus den
Streuexperimenten von Leisegang?® berechnet.
AuBerdem sind in Abb. 2 gestrichelt die Aufhellungs-
dicken mit eingezeichnet, wie sie v. Borries* nach

‘yl' = I,V/O'e]NL.
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Gl. (17), d. h. unter Zugrundelegung der Moliére-
schen Naherung fiir die Thomas-Fermi-Funktion be-
rechnet hat. Man sieht, daB sich fiir die Aufhel-
lungsdicken nach v. Borries kleinere Werte ergeben als
nach unserer Streuformel, und daf} seine Kurven auch
einen stiarkeren Gang mit der Ordnungszahl zeigen.

07"

gfem’

1

.

VTad
,//,’:/'
W
7 s
7 7
2
/,//
7 /
v
4
0t
0 M 000KV
Abb. 2. Die ,,Aufhellungsdicke“ von Kohlenstoff,

Chrom und Gold in Abhingigkeit von der Strahlspan-
nung. Die Aufhellungsdicke ist als diejenige Massen-
dicke definiert, innerhalb deren ein Elektron im Mittel
einmal elastisch gestreut wird. Die durchgezogenen
Kurven sind nach GIl. (32) und (35) berechnet, die ge-
strichelten stammen aus alteren Rechnungen von v.
Borries unter Benutzung der Moliéreschen Niherung
fiir das Thomas-Fermi-Modell.

In Abb. 3 ist die Winkelabhiangigkeit der Streu-
intensitat fiir die elastische Einfachstreuung an Koh-
lenstoft dargestellt, wie sie sich nach den verschiedenen

3

10
6
MI\ ;
(:(.Qf T
4
107 =
3
2
) T——Y
1
- |

1) aus der diam Suszeptibilitat
2) aus der Hartree - Dichteverteilung

[~ 3) nach Bethe

| 4) nach Moliére

5)nach Bullard und Massey

I 6)aus der Thomas-Fermi-Dichteverteilung

7) nach Rutherford |

0 107 0% 99— 107

Abb. 3. Winkelverteilung der Streuintensitat fir die

elastische Einfachstreuung von 50 kV-Elektronen an

Kohlenstoff von einer Massendicke I = 10—% g/cm?

nach verschiedenen Streuformeln. Die relativistischen

Korrekturen sind in dieser Abbildung nicht beriick-

sichtigt. Wegen des durch @ bezeichneten Punktes
s. Text.

-
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Streuformeln ergibt. Eine Bilddarstellung dieser Art
ist bereits bei v. Borries zu finden?, wo aber der
Hochstwert der nach der Thomas-Fermi-Dichtever-
teilung berechneten Kurve (dort als Streuformel von
Debye zitiert) zu niedrig dargestellt ist. Der Grund
fiir diesen Irrtum liegt darin, dafl die Kurve nach den
von Bewilogua’ angegebenen Werten fiir den Streu-
faktor f auf kleine Winkel hin graphisch extrapoliert
wurde und der von Bewilogua fiir den kleinsten von
Null verschiedenen Streuwinkel berechnete Wert einen
Rechenfehler enthielt. Der zu diesem Wert gehorige
Kurvenpunkt ist in Abb. 3 und 4 eingezeichnet und
an seiner Abseitslage zu erkennen. In Abb. 4 ist die
aus der Thomas-Fermi-Verteilung fiir kleine Streu-
winkel berechnete Funktion 1—jf/Z dargestellt.

1
z
107
f berechnet von
© Bewilogua
X Bullard und Massey
A Lenz
107
3]
109
107 -
10 10 1 —> qa

Abb. 4. Die fiir die elastische Elektronenstreuung maf-
gebende Funktion (Z—f)/Z, nach dem Thomas-Fermi-
Modell berechnet.

2. Unelastische Einfachstreuung
in kleinste Winkel

Wenn man auBer der elastischen auch die un-
elastische Streuung beriicksichtigen will, mufl man
an Stelle von Gl. (1) die Streuformel von Morse3

T (i
verwenden. Sie unterscheidet sich von (1) durch
das Hinzutreten einer Streufunktion S, welche die
unelastischen Streuakte beriicksichtigt. Bei der Be-
rechnung dieser Streufunktion liegen die Verhalt-
nisse dhnlich wie bei der Berechnung des Streu-
faktors fiir elastische Streuung: Einerseits gibt es
eine auf alle Atome in gleicher Weise anwendbare
Methode®?, welche auf dem Thomas-Fermi-Modell
basiert und sich fiir die inkohirente Rontgen-

(36)
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streuung bewahrt hat, bei der Elektronenstreuung
in kleinste Winkel aber viel zu hohe Werte fiir die
Streuintensitat liefert. Andererseits besteht die
Moglichkeit, S aus den Hartree-Verteilungen mit
groBerer Genauigkeit auch fiir kleinere Streuwinkel
zu berechnen?®%, was aber fiir jedes Atom eine
besondere umsténdliche Rechnung erfordert und
nicht zu einfachen geschlossenen Ausdriicken fiir S
fithrt. Wir werden uns wieder genau so helfen wie
bei der elastischen Streuung, indem wir zuerst,
noch bevor wir ein bestimmtes Modell eingefiihrt
haben, das Verhalten fiir kleine Streuwinkel allge-
mein untersuchen und dann in einem méglichst ein-
fachen Modell die Konstanten so wihlen, daf3 dies
Verhalten richtig wiedergegeben wird.

Die auf dem Thomas-Fermi-Modell beruhende
Streufunktion nach Heisenberg und Bewilogua
lautet

So

o 3 v3
s =21 - [(e 55 — S0+ Fe)u
0 (37)
Sie ist in der Originalarbeit in etwas umsténd-
licherer Form angegeben, die aber mit (37) mathe-

matisch identisch ist, wie man mit Hilfe von (7)
leicht zeigt??. In Gl. (37) ist

v=¢-b und (38)

b=arZ)™% =ay (6x2)">=0,176 AZ~". (39)

Die obere Integrationsgrenze {, in (37) ist durch
die Gleichung
12 o i
V2= Z (40)
definiert. Die iibrigen Bezeichnungen haben die im
Abschnitt {iber elastische Streuung eingefiihrten
Bedeutungen. Allerdings ist bei der unelastischen
Streuung zu bedenken, dafl ¢= |t —¥’| nicht mehr
einfach wie in (4) gleich 47271 sin (9/2) gesetzt wer-
den kann. Wir wollen nach Koppe bei der unelasti-
schen Streuung mit

2x 1/.. [ J \?
S e 2
A l/ﬁ + <4eU>
rechnen. Hierbei ist J die Ionisierungsenergie des
Atoms und U die Beschleunigungsspannung der

einfallenden Elektronen. Gl. (42) ergibt sich un-
ter der Annahme, dal 9 <1 ist und beim Stof3 der

(41)

2 I. Waller, Z. Phys. 51, 213 [1928].

% 1. Waller u. D. R. Hartree, Proc. Roy. Soc.
A 124, 119 [1929].

* F. Lenz, Z. Phys. 135, 248 [1953].

F. LENZ

Energiebetrag J/2 vom stolenden an das gestol3ene
Elektron iibertragen wird. Fiir J/4eU<9¥ < 1 geht
(41) in (4) iiber. Fir die Integration des Gesamt-
querschnitts wird die aus (41) durch Differentiation
zu gewinnende Beziehung

gdg = (—2]'1>'19d19 42)

wichtig sein.

Die Néherung von Heisenberg und Bewilogua
(37) ist fiir die Berechnung der Elektronenstreuung
in kleine Winkel unbefriedigend. Sie liefert namlich
im Grenzfall v—0 wegen (13)

s Orr
S}I(v)»?ZUJC(D(C)dC:%v, (43)
0

wihrend man allgemein zeigen kann®, dafl S fir
kleine ¢ quadratisch und nicht linear in ¢ ansteigen
mubB, und zwar ergibt sich*

1
S—>—3—@q2 fiir ¢ — 0. (44)

Gerade fiir kleinste Winkel wird also die Streu-
funktion nach Heisenberg und Bewilogua versagen.
Fiir die Rontgenstreuung ist das nicht schlimm, da
dort fiir kleinste Streuwinkel der kohdrente Anteil
den inkohérenten bei weitem iiberwiegt, so daf es
dort auf die Genauigkeit des letzteren kaum an-
kommt. Bei der Elektronenstreuung liegen die Ver-
héltnisse gerade umgekehrt. Dort iiberwiegt die
unelastische Streuung die elastische nur im Bereich
kleinster Winkel, dort aber um mehrere Zehner-
potenzen?. Fiir groBere Streuwinkel wird dann der
unelastische Anteil klein gegen den elastischen, so
daB es bei der Elektronenstreuung darauf ankommt,
das Verhalten von S fiir kleinste Streuwinkel mog-
lichst genau zu kennen, wihrend es fiir gréBere
weniger auf (Genauigkeit ankommt. Wir tun also
gut daran, an Stelle von (37) eine Streuformel zu
verwenden, welche vor allem die Bedingung (44)
erfiilllt. Hierzu scheint uns die von Raman? und
Compton? auf klassischem Wege abgeleitete Streu-
formel

S=27Z—fZ (45)
geeignet zu sein. Sie liefert nimlich wegen (10):
f=2—-L0+0(@,

* Bei Koppe steht irrtiimlich der Faktor 2/3 an
Stelle von 1/3.

2% C.V. Raman, Ind. J. Phys. 3, 357 [1928].

2% A, H. Compton, Phys. Rev. 35, 928 [1930].
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genau das richtige Verhalten (44) von S fiir ¢—0.
Die von Hertzog?® und Bewilogua’ ausgespro-
chenen Bedenken gegen (45) kénnen daher nur das
Verhalten fiir groere Streuwinkel treffen.
Genauer als (45) wire wohl noch die Streuformel
von Wentzel3!
z
8=Z-3f.

1=0

(46)
Hierbei bedeutet

sin gr

[ce]
fi = [ 0i (r) 4mr? dr (47)
0
den ,,Streufaktor des ¢-ten Elektrons im Atom®.
Definiert man entsprechend den Anteil O, des i-ten
Elektrons am Integral @ durch

0
-0, = [o; (r)r2dartdr, (48)

0

so ergibt sich wegen
fi=1—20,+0(p) (49)

Z
und >0,=06 (50)
i=1

ebenfalls das richtige Verhalten (44) von S fiir
q—0.
(45) und (46) sind nur dann miteinander iden-
tisch, wenn alle Elektronen im Atom dieselbe La-
dungsverteilung haben, was bekanntlich nur fiir das
Wasserstoff- und das Heliumatom gilt. In jedem
anderen Fall diirfte (46) genauer sein als (45). Den-
noch werden wir im folgenden fiir die Elektronen-
streuung Gl. (45) wegen ihrer Einfachheit vorzie-
hen, da es uns ja vor allem auf das Verhalten (44)
ankommt.
Setzen wir in (45) den in (31) benutzten Wert

=2/ + O¢/62) (51)

ein, so ergibt sich die Streufunktion fiir unelastische
Streuung zu

S(q)=2 (1 o (52)

1
1+4¢°0/62)* ) '
Wir wollen nun noch den Gesamtquerschnitt fiir
unelastische Streuung

Cunel = 53
unel ﬂaﬁ qa ( )

[e0]
22 J‘ S dq
7

abschéitzen. Wegen des Nenners ¢* im Integranden
kommt es hierbei vor allem auf den Verlauf der

30 G. Hertzog, Z. Phys. 69, 207 [1931].
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Streufunktion fiir kleine ¢ an, welcher durch (52)
richtig wiedergegeben wird. In (53) ist die untere
Integrationsgrenze durch den nach (41) kleinsten

moglichen Wert fiir ¢,
q = amyJ }/h? (54)

gegeben. Wir erhalten durch elementare Integration,
wenn wir in (53) S nach (52) einsetzen,
6Z \ |°
7*0 /q

720 1 (1
3aa |21 F6zjg@) T 2\l +
(55)

Wenn ¢20/6Z < 1 ist, was bei den uns interessie-
renden hohen Strahlspannungen immer der Fall
ist, konnen wir dafiir schreiben

10 . 6Z  21*RZ 1
Tunel = 3oz e T "R

Ounel = —

= (56)
, Fiir die relativistische Korrektur gilt wieder das
im Abschnitt iiber elastische Streuung Gesagte.
Hier wird aber auBler ag und 4 auch der Wert von ¢
von der relativistischen Korrektur beeinflufit, in
welchen ja nach (54) 4 eingeht?. Fiir den unelasti-
schen Gesamtquerschnitt ergibt sich somit in rela-
tivistisch richtiger Schreibweise

Ounel = m (14-eU/myc?)? In 726
Oh? (1 + eU[m,c2)?

= 3z atemy, U (1 -+ eU[2m,c?) (&)

[ h / 2e R |
. ) iy 2\
LY l/ 2o U (14 e [2mq )]

In Abb. 5 sind zum Vergleich die Niaherung nach
Heisenberg und Bewilogua, unsere Niherung (52) und
die von Koppe vorgeschlagene Naherung fiir S aufge-
tragen. Die Koppesche Naherung®

v
Sk = 362 Orp Sy (58)
et 4a* Os

ist so aus (37) und (44) kombiniert, dal sie fiir grofle
Streuwinkel in (37) und fir kleine in (44) mit ©® =0g
ubergeht. Man sieht aus Abb. 5, dal der scheinbare
Vorzug der Koppeschen Nidherung vor unserer, nim-
lich daf sie fiir groe v in die Heisenbergsche iibergeht,
erst fur so grolle Winkel wirksam wird, dall er keine
praktische Bedeutung hat.

Ein Ansatz fiir den Streufaktor, welcher eben-
falls fiir g—0 und g— oo das richtige asymptotische
Verhalten zeigt und fiir das Wasserstoffatom sogar
streng richtig ist, wire

31 G. Wentzel, Z. Phys. 43, 779 [1927].
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F=2/(1+20122)2.
Er fithrt nach (45) auf

(59)

1
s=2(1 —rgermy)  ©)
und liefert fiir die Gesamtquerschnitte
A% ‘

2 (Z — f)2 7 2

Ga = om jT 4= 36 az 0%, (61)
26 12Z

(62)

[ =t i) "
unel 37!(1,2( q__@:

also Werte, die von den in den Gleichungen (32) und
(56) gegebenen nur unbetréichtlich abweichen. Beim
Gesamtquerschnitt steht ndmlich bei der elasti-
schen Streuung der Faktor 7/36 an Stelle von 1/6
-und bei der unelastischen zusétzlich der Faktor 2
unter dem Logarithmus. Diese geringe Abweichung
ist in Ubereinstimmung mit unserer Behauptung,
daB es bei den Gesamtquerschnitten hauptséchlich
auf das Verhalten der Streufunktion fiir kleine
Streuwinkel ankommt.

10°
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vY \ Sw
v
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fc \
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Abb. 5. Die fiir die unelastische Streuung mafigebende
Funktion S/v* nach Heisenberg-Bewilogua (S;/v%),
nach Koppe (Si/v*) und nach Gl. (52) (S/v?) fir die un-
elastische Streuung von 50 kV-Elektronen an Kohlen-
stoff. Zum Vergleich ist die Asymptote nach Gl. (44)
mit eingezeichnet, in welche die richtige Streufunktion
S /vt fiir kleine v {iibergehen mufB3. Um den Vergleich mit
der Niaherung von Koppe durchfithren zu konnen,
wurde hier auch in Gl. (52) der aus der diamagneti-
schen Suszeptibilitit bestimmte Wert fur © eingesetzt.

F. LENZ

In Abb. 6 sind die Streufunktionen fiir elastische
und unelastische Streuung als Funktion des Streu-
winkels aufgetragen, wie sie sich nach den Gleichungen
(31) und (56) ergeben. Wahrend fiir sehr kleine Streu-
winkel die unelastische Streuintensitiat die elastische

07,

FERN

d(N/Ng)
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10°

unelastisch
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Gesamistreuung)
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\J
\
elastisch ™
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Abb. 6. Winkelverteilung der elastischen und unelasti-
schen Streuung von 50 kV-Elektronen an 10—% g/cm?
Kohlenstoff, relativistisch korrigiert. Die Maximal-
werte der Streuquerschnitte wurden aus der Hartree-

Verteilung berechnet.

um mehrere Zehnerpotenzen iiberwiegt, woraufv.Bor-
ries? bereits hingewiesen hat, fillt sie fiir grofe Streu-
winkel rasch auf den Z-ten Teil der elastischen ab. Der
Punkt, an welchem die fiir die unelastische Streu-
intensitit maBgebliche Funktion S gleich der fur
elastische Streuung entsprechenden GriBe (Z—f)?
wird, ist nach (45) durch

s—a—pm (2L
_‘( —f)— Z+1 ’—W - (63)
Z—1 C] [ 2
T=z71% qR:ql—ﬁ:l/Z—l
gegeben.

Eine gemeinsame Darstellung der elastischen und
unelastischen Streuverteilung an Kohlenstoff ist be-
reits bei v. Borries?* zu finden.

Es konnte fraglich erscheinen, ob angesichts des
Uberwiegens des unelastischen Streuanteils in
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kleinste Streuwinkel der elastische Streuanteil fiir
die Ubermikroskopie iiberhaupt von Interesse sein
kann. Die Kenntnis der elastischen Streuverteilung
scheint uns aber dennoch nicht tiberfliissig zu sein.
Sie spielt erstens fiir Kontrastiiberlegungen eine
Rolle, bei denen es ja auf den Gesamtquerschnitt
ankommt, an welchem die elastische Streuung
merklichen Anteil hat. Die elastische Streuung ist
ferner wichtig fiir elektronenoptische Abbildungs-
verfahren, welche mit Geschwindigkeitsfilterung
arbeiten. Die neuerdings entwickelten Filterungs-
verfahren3%33 erlauben ndmlich die Beseitigung
aller unelastisch gestreuten Elektronen aus dem
Bildraum, so dafl dorthin auller den ungestreuten
nur die elastisch gestreuten gelangen kénnen.

Eine Messung der elastischen Streuverteilung in
kleinste Winkel hat offenbar nur dann Aussicht auf
Erfolg, wenn man die elastisch gestreuten Elektro-
nen von den ungestreuten und unelastisch gestreu-
ten trennen, d. h. also die von der Streufolie aus-
gehende Elektronenstrahlung nach Richtung und
Geschwindigkeit analysieren kann. Dazu ist Voraus-
setzung, dafl die Bestrahlungsapertur klein gegen
die zu untersuchenden Streuwinkel ist.

Wir wollen nun noch das Verhéltnis » des un-
elastischen zum elastischen Gesamtstreuquerschnitt
bestimmen, d. h. die Zahl n der unelastischen Sté8e,
die im Mittel auf einen elastischen kommen. Wir
vergleichen zu diesem Zweck Gl. (56) mit (32) und
erhalten
2 67 4

] 1
nee = & gR"

Gnnr]
N = —— e =
o, Z

(64)

In Abb. 7 ist n als Funktion von Z aufgetragen. Bei
der Berechnung wurde fiir R einfach die Beziehung
(26) benutzt. Das ist zulédssig, weil es hier auf die Ge-
nauigkeit von R nicht sehr ankommt (R geht ja nur
unter dem Logarithmus ein). Die Ionisierungsenergien
wurden aus der Literatur? (Tab. S. 211) entnommen.
Abb. 7 ist fiir 50 kV-Elektronen berechnet; da aber die
Elektronenwellenlinge (in ¢) ebenfalls nur unter dem
Logarithmus eingeht, ist n nur sehr schwach von der
Strahlspannung abhingig. Man sieht aus Abb. 7, daB
an den leichten Atomen relativ mehr unelastische, an
den schwereren Atomen relativ mehr elastische Streu-
prozesse stattfinden.

Bevor wir zur Mehrfachstreuung iibergehen, wol-

len wir einen Vergleich mit dem einzigen uns be-
kannt gewordenen Experiment iiber die Winkelver-

32 H. Boersch, Optik 5, 436 [1949].
3% G. Mollenstedt u. O. Rang, Z. angew. Phys.
3, 187 [1951].
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teilung der Kleinstwinkelstreuung mittelschneller
Elektronen an diinnen Schichten durchfiihren.

Biberman, Wtorow, Kowner, Ssuschkin und
Jaworskij! haben in einem sowjetischen Elektronen-
mikroskop vom Typ EM-100 eine Chromfolie, deren
Dicke sie mit 4,9-107% g/cm? (das ist bei 60 kV nach
Abb. 2 das 0,38-fache der Aufhellungsdicke; die Nahe-
rung durch die Einfachstreuformel ist also zulissig)
angeben, mit Elektronen von 30, 60 und 80 kV durch-
strahlt und bei ausgeschalteten Linsen die an der iib-
lichen Stelle befindliche Photoplatte exponiert. Aus
der Plattenschwirzung haben sie dann tber die vorher
aufgenommene Schwirzungskurve3! die Elektronen-
dichte als Funktion des Streuwinkels bestimmt. Der
untersuchte Winkelbereich erstreckt sich von 3-107%
bis 3:1072. Ein besonderer Vorzug der Anordnung ist,

10 =

01
1 10

—=Z 100

Abb. 7. Verhaltnis n des unelastischen Gesamtquer-

schnitts zum elastischen in Abhingigkeit von der Ord-

nungszahl des streuenden Atoms fiir die Streuung von
50 kV-Elektronen. :

daB man die gleichm#Bige Dicke der Folie und die Ab-
wesenheit von Léchern in ihr mit demselben Mikroskop
nachpriifen kann, in welchem man die Streuverteilung
untersucht. Man braucht dazu nur die Linsen einzu-
schalten. Das Ergebnis der zitierten sowjetischen Ar-
beit ist in Abb. 8 wiedergegeben, in welcher die Auto-
ren zum Vergleich die nach Mott und Massey? fur
60 kV theoretisch zu erwartende Streuverteilung mit
eingetragen haben. Man sieht, dal der von Biberman
und Mitarbb. gefundene Streuquerschnitt fiir unelasti-
sche und elastische Streuung zusammen fiir kleinste
Winkel den nach Mott und Massey fiir die elastische
Streuung allein berechneten um mehrere Zehnerpoten-
zen iiberwiegt, daB sich dann die Kurven bei 4 = 3-1073

34 N. G. Ssuschkin u. I. A. Kowner, C. R. Akad.
Sci., URSS 62, 633 [1948].

35 N. F. Mott u. H. S. W. Massey, The theory of
atomic collisions, Oxford 1933.
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uberschneiden, dafl im Bereich zwischen 3-1072 und
2:107% die experimentelle Gesamtstreukurve sogar
unter der theoretischen elastischen Streukurve liegt,
um erst bei #=2-10"% in diese iiberzugehen. Bei
# = 1072 liegt die experimentelle Kurve sogar um etwa
den Faktor 2 unter der theoretischen nach Mott und
Massey. Die sowjetischen Autoren schreiben dazu:
,,Wir nehmen an, daf} das starke Anwachsen der Elek-
tronenzahl fir kleine Streuwinkel mit unelastischen
Prozessen zusammenhéngt. Leider ist ein Vergleich mit
theoretischen Daten schwierig, weil in der Literatur
endgiltige Ausdriicke fiir die unelastische Streuung
von schnellen Elektronen in kleine Winkel fehlen.
Wir haben nun nach unseren Streuformeln (31) und
(52) die Streuverteilung fiir 60 kV-Elektronen an
Chrom berechnet. Wir haben dazu das Integral © nu-
merisch aus der Hartree-Elektronenverteilung?® fur
Crt+ zu O = 20,0 af berechnet und diesen Wert in die
Streuformeln eingesetzt. Wir haben einfach mit Z =24

1 570°] Abb.8. Meflergebnisse von
o Biberman und Mitarbb.
S W fur die Streuverteilung
( 5,70{ mittelschneller Elektro-
‘”[E Err: B nen (1—80 kV, 2—60 kV,
= 2704 3—30kV)an einerChrom-
24 folie. Die gestrichelte
Kurve ist die von Bullard

5’”’5 und Massey theoretisch
5:77” | \Y berechnete  (elastische)
el Streuverteilung fiir 60kV.

05| I 1 [7]

3 HEEEREEEEREN
Z 7 e

0 0 217 g 3707

gerechnet, obgleich Cr ja ein Metall ist, und die Metall-
elektronen ja eigentlich eine gesonderte Behandlung
verlangt hatten. Der aus unserer Streuformel folgende
differentielle Streuquerschnitt fir 60 kV-Elektronen
an Cr ist in Abb. 9 als Funktion des Streuwinkels auf-
getragen. Da in Abb. 8 die Absolutwerte der Strom-
dichte auf der Photoplatte und in Abb. 9 die differen-
tiellen Streuquerschnitte aufgetragen sind, sind beide
Darstellungen nur nach Anpassung der Ordinaten-
mafstiabe miteinander vergleichbar. Dies ist aber mit
Hilfe der in Abb. 8 mit eingezeichneten, nach Mott
und Massey zu erwartenden theoretischen elastischen
Streuverteilung moglich. Man sieht aus Abb. 9, da

3 R. L. Mooney, Phys. Rev. 55, 557 [1939].
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die Experimentalergebnisse von Biberman und Mit-
arbb. durch unsere Theorie wesentlich besser gedeutet
werden konnen als durch die fritheren, auf dem Tho-
mas-Fermi-Modell basierenden Theorien. Die noch
bestehenden Abweichungen im Bereich um 2-1072 sind
vielleicht durch Interferenz zu erkliren. Berechnet
man namlich die Lage des bei grofleren Chromkristal-
len zu erwartenden ersten Beugungsmaximums, so er-
halt man mit 2=0,0487 A (60 kV) fiir das kubisch
raumzentrierte Chrom mit seiner Gitterkonstanten
2,88 A einen Winkel von 0,0487-}2 /2,88 = 0,024. Bei

0*
33

~fx|
0’

\\

7

0 3 : =
0 0* 2% g 3107

Abb. 9.Vergleich der MeBergebnisse von Biberman und
Mitarbb. mit der hier vorgeschlagenen Theorie.

1 elastische Streuung, theoretisch; 2 Gesamtstreuung,
theoretisch; 3 elastische Streuung nach Bullard und
Massey, theoretisch ; O Gesamtstreuung, experimentell.

kleineren Chromkristillchen, welche noch keine schar-
fen Beugungsringe zeigen, wire aber immerhin eine
verschwommene Intensititserhohung um 4=0,024 zu
erwarten. Es ist aber auch moglich, dafl einfach die
Genauigkeit unserer Streuformeln, welche ja im Hin-
blick auf das richtige asymptotische Verhalten fur
?— 0 und #— o etwas willkiirlich gewahlt sind, im
Zwischenbereich nicht ganz ausreicht.

3. Mehrfachstreuung

Wir haben bisher nur den Fall der Einfachstreu-
ung behandelt. Man wird nur bei Schichten, die
sehr diinn im Vergleich mit der Aufhellungsdicke
sind, ndherungsweise mit

N, dQ = AM, 4Q (5]

rechnen diirfen. Hierbei ist N, die Anzahl der ein-
fallenden Elektronen, d N der davon nach Durch-
setzen der Schicht in das Raumwinkelelement d 2
fallende Anteil, A das Atomgewicht der Streuatome
und M, =1,660-10727 kg die kernphysikalische Mas-
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seneinheit. Die Naherung (65) ist nicht iiber den
ganzen Winkelbereich gleich gut, sondern sie be-
ginnt mit zunehmender Schichtdicke zuerst fiir
kleine und erst spiter fiir grofe Winkel zu versagen.
Dies hat dazu gefiihrt, dal in der Literatur (s.
z. B.%7) gelegentlich bei gegebener Schichtdicke eine
Einteilung der Streuverteilung in Winkelbereiche
vorgenommen wird :

Streuung in grofle Winkel = Einfachstreuung,
Streuung in mittlere Winkel = Mehrfachstreuung,
Streuung in kleine Winkel = Vielfachstreuung.

Wo die Grenzen dieser Winkelbereiche liegen,
hiangt dann natiirlich von der Schichtdicke und von
den Anforderungen an die Genauigkeit ab, mit wel-
cher die Streuung in grofle Winkel durch (65) bzw.
die in kleine Winkel durch eine Gaul3-Verteilung
angenahert werden soll.

Eine andere mogliche Begriffsbestimmung fiir
Einfach-, Mehrfach- und Vielfachstreuung ist die
nach der relativen Schichtdicke

p =y, (66)
p ist die mittlere Anzahl von elastischen Streupro-
zessen je einfallendes Elektron in einer Schicht der
Massendicke yI. Die mittlere Anzahl von unelasti-

schen Streuprozessen betrigt dann nach (64) pn.
Man konnte also vereinbaren, fiir

p<1 von Einfachstreuung, fiir
p>1 von Mehrfachstreuung und fiir
p>1 von Vielfachstreuung

zu sprechen, bzw. eine entsprechende auf der mitt-
leren Anzahl p (n -+ 1) der gesamten (elastischen und
unelastischen) ZusammenstoBe je einfallendes Elek-
tron beruhende Definition zu wéahlen.

Wir werden uns in den folgenden mathematischen
Uberlegungen auf keine der beiden Begriffsbestim-
mungen festlegen; unsere Untersuchung der Mehr-
fachstreuung gilt also fiir jedes endliche p, und Ein-
fach- und Vielfachstreuung sind nur ihre Grenzfille.

Fir die Berechnung der Winkelverteilung bei
Mehrfachstreuung hat Bothe3:38 eine Rechen-
methode angegeben. Sie besteht darin, dal man
zunéchst eine Funktion

F‘ Jo (x9) — 1]9dd

(67)
] s

37W. Bothe, im Handbuch der Physik (Geiger-
Scheel), Band XXI1I/2, Berlin 1933.

33W. Bothe, Z. Phys. 5, 63 [1921].

3 G. Moliére, Z. Naturforschg. 3a, 78 [1948].
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aus dem als bekannt vorausgesetzten differentiellen
Streuquerschnitt do/d2 bei Einfachstreuung be-
rechnet. Aus dieser Funktion ¥ (y) folgt dann die
Winkelverteilung f(¢#) bei Mehrfachstreuung durch
die Integraltransformation

(68)

©
f@) = _geznxh?'”’(;‘) Jo (1) zdy.

Hierbei ist J, die Besselsche Funktion mit dem
Index Null. f(#)9dd ist derjenige Anteil der Pri-
mérstrahlung, welcher infolge der Mehrfachstreuung
insgesamt um einen Winkel zwischen ¢ und & + d#
aus seiner Einfallsrichtung abgelenkt wird. f(9) ist
also so normiert, daf3

(})of @) 9d9 =1 (69)

gilt. Moliere® hat gezeigt, dall man die Integra-

tion (67) fiir eine Einfachstreuverteilung der Ge-

stalt (24) in geschlossener Form durchfithren kann,

und Leisegang hat fiir diesen Fall auch die Integra-

tion (68) niherungsweise durchgefiihrt, indem er im

Integranden die Funktion exp (22 Nyyl¥ (y) durch
3

eine Summe von Gliedern der Form Y a, exp (—b,,%)
n=1

annaherte. Bibermann?® benutzt eine etwas ab-
weichende Methode zur Berechnung der Mehrfach-
streuung nach (67) und (68) unter Beschriankung auf
elastische Streuprozesse am Thomas-Fermi-Atom.
Er entwickelt schon den differentiellen elastischen

Streuquerschnitt in eine Reihe von Gliedern der
4

Form Y a; exp (—
c=1
(67) geschlossen durch und néahert die so gewonnene
Funktion ¥ (y) durch einen Ausdruck der Form
1 —exp{—hy) an, was ihm die geschlossene Aus-
wertung auch der Integration (68) ermdoglicht. Den
Rechnungen von Leisegang und Biberman ist ge-
meinsam, daf sie sich bei der Berechnung der Win-
kelverteilung der Mehrfachstreuung auf elastische
Streuprozesse beschrinken. Fiir kleinste Streu-
winkel erscheint uns aber eine Beriicksichtigung
auch der unelastischen Streuung wiinschenswert.
Die Notwendigkeit, bei der Mehrfachstreuung in
kleinste Winkel auch unelastische Prozesse mitzu-
beriicksichtigen, wurde von v. Borries* und von
Kanaya und Kato# erkannt. Beide benutzen
aber nicht das Verfahren von Bothe. v.Borries hat

by 9?), fithrt dann die Integration

40 I.. M. Biberman, Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser.
Fiz. 15, 424 [1951].

41 K. Kanaya u. A. Kato, Bull. Electrotechn. Lab.
(Fapan) 14, 1, 734 [1950]; 15, 4 [1951].
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die numerische Rechnung fiir einen Spezialfall
durchgefiihrt, indem er die Streuverteilung durch
ein Gaullsches Fehlerverteilungsgesetz angenihert
hat. Kanaya und Kato setzten eine Mehrfachstreu-
verteilung derart an, daf} sie oberhalb eines gewis-
sen, von der Schichtdicke abhéngigen Winkels Ein-
fachstreuung nach (65) und unterhalb desselben
konstante Streuintensitit annahmen. Dieser Winkel
bestimmte sich aus der Forderung, dal die Gesamt-
zahl der gestreuten gleich der Zahl der eingefallenen
Elektronen sein sollte.

Wir wollen nun die Integrationen (67) und (68)
fiir einen differentiellen Streuquerschnitt der Form

do - 47 Z R* 1 1
W@ e |larerr T ( - <1+quz)2> ’
(70)

also unter Beriicksichtigung der unelastischen
Streuprozesse durchfiihren. Im ersten Glied auf der
rechten Seite von (70) ist fiir ¢ (4), im zweiten (41)
einzusetzen. Infolgedessen ist (70) eine komplizierte
Funktion des Streuwinkels ). Wenn wir niaherungs-
weise auch bei der unelastischen Streuung statt (41)
auch die Beziehung (4) zwischen g und § verwenden,
machen wir nur fiir Streuwinkel J<J/4eU einen
wesentlichen Fehler. J/eU ist aber das Verhéltnis
zwischen der Ionisierungsenergie des Atoms und
der Energie des einfallenden Elektrons. Bei den
uns interessierenden Strahlspannungen zwischen 50
und 100 kV betrifft dieser Fehler also nur Streu-
winkel, die kleiner sind als 10~%. Ein weiterer mog-
licher Einwand gegen die Verwendung von (4) auch
fiir die unelastische Streuung wire, dafl in diesem
Fall der differentielle Streuquerschnitt fiir -0 wie
972 gegen Unendlich geht. Aus diesem Grunde ist
zwar die Verwendung von (4) fiir die Berechnung
des unelastischen Gesamtquerschnitts bei der Ein-
fachstreuung unzulissig, bei der Mehrfachstreuung
bedeutet aber die Verwendung von (4) an Stelle von
(41) nichts weiter, als dal wir nicht mehr zwischen
ungestreuten und unelastisch in Winkel unter 10—
gestreuten Elektronen unterscheiden. Wenn wir uns
nur fir die Winkelverteilung bei der Mehrfach-
streuung in Winkel iitber 10~%, nicht aber fiir Ge-
schwindigkeitsverluste interessieren, koénnen wir
uns also auf diese Weise die Rechnung vereinfachen.
Wenn die Apertur des Priméarstrahls von der
Groflenordnung 10~ oder grofer ist, ist bei einer
nur auf die Winkelverteilung gerichteten experimen-
tellen Untersuchung eine Unterscheidung zwischen

F. LENZ

ungestreuten und um so kleine Winkel gestreuten
ohnehin sinnlos.

Verwenden wir also die Beziehung (4), derzufolge
fiir nicht zu grofle Streuwinkel ¢ proportional ¥ ist,
und definieren wir einen Winkel #, durch

qR =9/0y; d.h.9,= 12z R,
so wird aus (70)
do  4ZOR[ Z +1 262 .
W= @ |@rer  wet e ™
Dafiir kénnen wir mit Hilfe von (32) und (71)
schreiben

do
a0

(71)

9o, [ Z+1
nZ | (9 + 02

2 92
92 (9 + 02)°

]. (73)

Es wird also, wenn wir (73) in (67) einsetzen und
(35) und (66) beriicksichtigen,

271NL7“P(X)

2p 22 5 % 4 1 2 92
(02 + ,(92)2 2 (192 _+_ 19(2))2

[Ty (9) — 1]9dD.

(74)

Beziehen wir nun alle Winkel auf ¢,, fithren wir
also die neuen Variablen

x =930y y = 39, (75)
ein, so wird .
Z+1 Jo (xy) — 1
2a Nyl ¥ (x) =2p Z J (01+x2)2 zda
0
o o]
4p Jo (wy) — 1
+% ) Zat a0 ()
0

Beide Integrale sind streng berechenbar. Fiir das
erste gilt®®
[oe]

Jo (@y) —1
0
wobei K die modifizierte Hankel-Funktion 2 vom
Index 1

de — 5 yK, () — 11, (77

7 . .
K, (y) = — 5 HY (iy) (78)
ist. Fiir das Integral im zweiten Glied schreiben wir
die Abkiirzung

L(y):jo
0

42W.Magnus u. F. Oberhettinger, Formeln und
Satze fir die speziellen Funktionen der mathemati-
schen Physik, Berlin 1943, Verlag Springer.

Jo (xy) — 1

7 (1 29 dz. (79)
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Auch dieses Integral 143t sich geschlossen berech-
nen. Man erhélt

1

1 Y
- 2yK1(y)‘Ko(2/)—1ny+E—ln§;

(Iny = 0,577216). (80)

L(y)

Wir konnen also L (y) aus den tabulierten modi-

fizierten Hankel-Funktionen K, und K, gewinnen.
2 5 1 5 —=y
o vk
2 - ]
L(.y) \

Abb. 10. Hilfsfunktionen zur Berechnung der Streu-
verteilung bei Mehrfachstreuung.
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Abb. 11—13. Winkelverteilung #3f (%) bei Mehrfach-
streuung an C, Cr und Au fiir verschiedene relative
Schichtdicken p. f(#)3d & ist derjenige Anteil der ein-
fallenden Elektronenzahl, der infolge Mehrfachstreu-
ung insgesamt um einen Winkel zwischen ¢ und 4 4+ d ¢
gestreut wird. Fir 50 kV ist fiir C ¢, = 0,0245, fiir Cr
9,=0,0432 und fiir Au 4,=0,0734. f(&#) ist so nor-
miert, dafl

Froas=1.
0
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Die Funktionen y K, (y) — 1 und L (y) sind in Abb.10
graphisch dargestellt. Fiir y—0 geht L(y)— —?/8,
fir y— oo geht

—ln—/—z

s = —Iny + 0,61593.

(81)

1
Ly)—>—Iny++5

Es gilt nun also

2aNyyl¥(z)

22 1Lz wk, @) —1) +2L(y)]. (82)

Ak

Z=24(Cr) |

1073

Z=79(Au)

% S) —=

[

0 -1

0?

p=05
7
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§ 16
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107 0”7 7 P
2 _1
1’17

Abb. 13.
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Setzen wir (82) in (68) ein, so erhalten wir

95 /()

[ee]
2 Z 1

= jeXP[%{—g— (yK,(y) —1) + 2L(y)}]
’ “To(ey)ydy.  (83)
Will man nun fiir eine bestimmte relative Schicht-
dicke p und einen bestimmten Streuwinkel ¢ die
Streuintensitiat bestimmen, so setzt man xz=14/9,
und die Werte von p, ¥, und Z in den Integranden
von (83) ein und integriert numerisch. Bei dieser
numerischen Integration st68t man fiir kleine rela-
tive Schichtdicken auf folgende Schwierigkeit: Der
Integrand hat fiir groe ¥ nach (83) und (81) das

asymptotische Verhalten
Integrand — const-y! =47/ J (xy),  (84)

d.h. er kann fiir kleine p eine oszillierende Funk-

tion mit unbeschrankt wachsender Amplitude wer- -

den. In diesem Fall ist er also fiir eine numerische
Integration iiber y bis co nicht geeignet. Wie diese
Schwierigkeit behoben wird, wird im mathemati-
schen Anhang gezeigt.

Wir haben die Integrationen fiir Z =6 (Kohlen-
stoft), Z =24 (Chrom) und Z =79 (Gold) fur relative
Schichtdicken von p =1/,, 1, 2, 4, 8 und 16 durchge-
fithrt. Fir jede der so erhaltenen Kurven wurde am
SchluB als Kontrolle die Giltigkeit der Normierungs-
bedingung (69) nachgepriift. Die Kurven sind in den
Abb. 11—16 wiedergegeben (Abb. 11—13 s. S. 199).

In den Abb. 11—13 ist als Ordinate 97 f(?), also
eine der Intensitit proportionale Grofle aufgetragen,
wiahrend in den Abb. 14—16 #8,f(9) dargestellt ist.
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Das Integral von 0 bis « iiber jeder der Kurven in
den Abb. 14—16 ist definitionsgemall gleich Eins.
99,f (#) d(#]$,) bedeutet den Anteil der Gesamtstrah-
lung, welcher zwischen die Kegel mit den Offnungs-
winkeln ¢ und ¢+ d ¢ gestreut wird. Man sieht, daBl
mit zunehmender Schichtdicke die Verteilungskurven
flacher und breiter werden, und dafl der fur kleine p
noch deutlich ausgeprigte Priméarstrahl mit zuneh-
mender Schichtdicke zunichst immer flacher wird und
schlieBlich ganz im Untergrund verschwindet. Den-
noch ist aber die Streuverteilung selbst fiir p=16
noch deutlich von der Gaul-Verteilung verschieden.

T il

07

072 0"

Abb. 15.
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Abb. 16.

Abb. 14—16. Winkelverteilung #3,f () bei Mehrfach-

streuung an C, Cr und Au fiur verschiedene relative

Schichtdicken. Wegen der Zahlenwerte von #, und der

Normierung von f(#) s. die Unterschrift zu Abb. 11
bis 13.
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Um dies zu veranschaulichen, ist in Abb. 17 die Streu-
verteilung fir Z = 6 und p=16 zum Vergleich mit der-
jenigen Gauf3-Verteilung zusammen aufgetragen, welche
denselben Maximalwert hat und die Normierungs-
bedingung (69) ebenfalls befriedigt.

o3 ]

t

%10

002

am

/)

Abb. 17. Mehrfachstreuverteilung fiir Z = 6 (Kohlen-
stoft) und p = 16, verglichen mit einer Gaul-Vertei-
lung (Vielfachstreuung), welche denselben Maximal-
wert besitzt und derselben Normierungsbedingung

¢
[7 (89)9d 9 = 1 geniigt. Man sieht, dal fiir p = 16 die
0

Mehrfachstreuverteilung noch merklich von der Gaul-

Verteilung abweicht. Fir hohere Ordnungszahlen Z

ist die Abweichung bei p = 16 von der Gauf3-Verteilung
noch gréBer.

Es war zur Berechnung der Kurven in Abb. 11 bis 16
nicht notig, spezielle Annahmen iiber den Atomradius
oder die Wellenlinge der einfallenden Elektronen zu
machen. Die Kurven folgen aus der Kenntnis nur der
universellen Funktionen K, (y) sowie der Ordnungs-
zahl. Die Kenntnis des Atomradius R und der absolu-
ten Schichtdicke ist erst erforderlich, wenn man den
Kurven Absolutwerte entnehmen will und dazu die
Werte von ¢, und p braucht.

Alle bisherigen Rechnungen bezogen sich auf den
idealisierten Fall, da3 der Priméarstrahl eine Apertur
besitzt, die klein gegen alle vorkommenden Winkel
ist, so daB seine Intensitdtsverteilung iiber den
Raumwinkel in der mathematischen Behandlung
durch eine zweidimensionale J-Funktion ersetzt
werden kann. Ist dies nicht der Fall, ist also der
Primérstrahl von nicht mehr zu vernachliassigender
Breite, so ist eine weitere Umrechnung der Funk-
tion f (&) erforderlich. Wir wollen dabei je nach der
Form des Primérstrahls zwei Fille unterscheiden:

a) Die Intensitdt im Primérstrahl ist nach der
Gleichung

I (o) = I, exp (— a/af) (85)

iiber den Winkel a verteilt. Da im normalen Be-
triebszustand eines Strahlerzeugers nicht nur die
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Verteilung iiber den Raumwinkel, sondern auch die
Stromdichteverteilung iiber die Ebene des engsten
Querschnitts einem GauBschen Verteilungsgesetz ge-
horcht 3, so ist auch die Winkelverteilung im Objekt
unabhingig von der Kondensorbrechkraft von der-
selben Form (85), vorausgesetzt, dall sich zwischen
Strahlerzeuger und Objekt keine Blenden befinden,
welche dullere Bereiche des Strahls abblenden.

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein beliebiges Elektron
des Primarstrahls, mit seiner Einfallsrichtung einen
Winkel zwischen a und « + da mit der Strahlachse
zu bilden, betrigt also 2ag exp (—a2/af) « da.
Fillt dieser Primirstrahl nun auf eine Streufolie,
deren Streuvermogen so beschaffen ist, dafl die
Wahrscheinlichkeit fiir ein Elektron, um einen
Winkel zwischen 9 und 9 + d gestreut zu werden,
f(3)9d9 Dbetriagt, so ist die Wahrscheinlichkeit
F (y)ydy dafiir, dal es nach dem Streuprozel3 eine
Bewegungsrichtung besizt, deren Neigung gegen die
Strahlachse einen Betrag zwischen y und y + dy
besitzt,

24y 2
F(y) ydy = 57 Al (86)
o 21
92 4 4> — 20
j s-exp[— K e “"S"’]f @) 9dddg .
00 '
Die Integration iiber ¢ ist vermoge der bekannten
Beziehung
2n
29 219
Jexp%d(p =2nJ, (%) (87)
0
leicht durchzufiihren. Es ist also N
e o]
2 2+ 9 219y
Foo= Je"p (' —aﬁ_)f(ﬁ) J"( o )ﬁdﬁ'
0
(88)
F (y) ist so normiert, daf3
0
JF () xdyz =1 (89)
0

ist. Wenn es nun moglich ist, () in eine Reihe nach
Potenzen von ¢

f (@) = Xa, 9 (90)

zu entwickeln, so erhélt man unter Benutzung be-
kannter Formeln aus#

bn 2
F(y) =X a,apn (1 < 7) Ly, [2(— z*/ok) - (91)

43 J. Dosse, Z. Phys. 115, 530 [1940].
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Die L,,/2 sind hierbei die Laguerreschen Funk-
tionen. Eine Entwicklung der Form (90) fiir f(&)
ist bei Verwendung der in dieser Arbeit vorgeschla-
genen Streuformeln immer moglich. Das erste Glied
der Entwicklung ist, wie man aus den Gln. (105)
und (109) des mathematischen Anhangs ersehen
kann, durch
3 A e—p(l—%%—%]n;/) I'(1—2p|Z) ©2)

" e I'(2p|z) ~°
by = (4p/Z) — 2 (93)

gekennzeichnet. Die folgenden Glieder bilden eine
gewohnliche, bei § =0 reguldre Potenzreihe mit ge-
radzahligen b, =0, 2, 4....

b) Die Intensitdt im Primérstrahl sei nach der
Gleichung

1, fiir a <oy

I (a) (94)

o 0 fira > 0551
verteilt. Eine derartige Verteilung kann sich er-
geben, wenn im Strahlengang zwischen Strahl-
erzeuger und Objekt eine Aperturblende angeord-
net ist, welche alle diejenigen Strahlen ausblendet,
die in der Objektebene einen Winkel grofer als ay
mit der Strahlachse bilden wiirden. In diesem Fall
wird fir 2> 0
2+ an

8 4 22 —a}
F(y) = =] j f(z?)z?arccos2—19xdl9
Z—0n (95)
und fiir y<ag
aH=Y
2
Fop== | 1o9as (96)
0
an+y P .
+ %2 — o
+ = j f(t?)ﬁarccos———zﬁx dg.
au—¥

Wir haben im Abschnitt iiber elastische Einfach-
streuung erwahnt, dall es moglich ist, das Integral
O (12) empirisch aus der Intensititsverteilung bei
Mehrfachstreuung zu bestimmen, wenn man die ab-
solute Schichtdicke und die Intensititsverteilung
im Primérstrahl kennt. Wir kénnen namlich fiir den
Streuwinkel Null das experimentell bestimmbare
Verhéltnis V der Streuintensitidt zur Intensitat des
Primérstrahls mit dem theoretisch zu erwartenden
vergleichen. Dies Verhéltnis wird néamlich fiir einen
Primérstrahl der Form (85) nach (88) und (91)

V= fexp (— 02/a2) £ (9) 0l
& =¥ 2a,02 2 (1 +b,/2) (97)

F. LENZ

und fiir einen Primérstrahl der Form (94)

an
V=[f@®)9d9. (98)
0

Wie durch Vergleich mit dem experimentell be-
stimmten Wert von ¥ das Integral @ bestimmt wird,
soll an folgendem Beispiel gezeigt werden: Aus der
Abb. auf S. 191 der Arbeit von Leisegang?? kann
man entnehmen, daB bei Streuung von 68 kV-
Elektronen an einer Goldschicht von 150 A Dicke
V=0,17 betragt. (Dall Leisegang nicht mit einer
freitragenden Goldschicht gearbeitet hat, sondern
dafl darunter noch eine Zelluloidschicht lag, wollen
wir in der folgenden Rechnung nicht beriicksich-
tigen, um sie nicht noch weiter zu komplizieren.
Da die Massendichte von Gold wesentlich gréBer
als die von Zelluloid ist, glauben wir, dadurch kei-
nen entscheidenden Fehler zu machen.) Die Breite
des Primérstrahls, der etwa die Form (94) besitzt,
gibt Leisegang mit ay; = 0,7°=0,0122 an. Es mii3te
also

0,0122

017 = [ f@)9dd (99)
0

gelten. Um das Integral auf der rechten Seite nume-
risch auswerten zu kénnen, miiBten wir nun noch
den Wert p der relativen Schichtdicke und die
GroBe ¢, aus (71) kennen. Wir benutzen dazu fol-
gendes Verfahren der schrittweisen Naherung: Wir
wihlen in erster Naherung einen willkiirlichen Wert
fiir p (die GréBenordnung von p ist durch e ?aV
gegeben) und bestimmen aus diesem nach (32), (35)
und (66)

yl ylZ2 N, 22
p:W:'}/lNLGeIZ—— ]

P R? (100)
den zugehorigen Atomradius B. Aus diesem kénnen
wir nun nach (71) die GroBe J, berechnen. Damit
kennen wir nun den absoluten AbszissenmaBstab
und Ordinatenmalstab der Kurven in Abb. 13 und
konnen die rechte Seite von (99) integrieren. Er-
gibt sich eine Zahl grofler (kleiner) als 0,17, so ist
die Rechnung mit einem groferen (kleineren) Wert
von p zu wiederholen. Wir haben in unserem Zahlen-
beispiel zuerst versuchsweise p =2 gesetzt und fiir
V den Wert 0,136 erhalten. Wir haben deshalb in der
nichsten Naherung p =1,75 gesetzt, was fiir V den
Wert 0,168 ergab. In Anbetracht der geringen Ge-
nauigkeit, mit der die Schichtdicke und die Breite
des Primirstrahls bekannt war, und vor allem des
durch die Vernachlassigung der Zelluloidschicht ver-
ursachten Fehlers haben wir auf einen dritten Nahe-
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rungsschritt verzichtet. Der zu p=1,75 gehorige
Atomradius betragt nach (100)

R =0,116A, (101)
und der entsprechende Wert fiir @ nach (30)
O = 641076 cm?. (102)

Der Zahlenwert aus (101) ist in guter Uberein-
stimmung mit dem sich aus (26) fiir Gold ergeben-
den R=0,123 A. Ftwas weniger gut ist die Uberein-
stimmung, wenn man den Zahlenwert aus (102) mit
dem aus der diamagnetischen Suszeptibilitit von
Gold nach (21) folgenden @ = 9,7-10716 cm? ver-
gleicht, was nach (30) R= 0,143 A entspricht. Wir ha-
ben ja oben bereits darauf hingewiesen, daf} die Be-
rechnung von @ aus der diamagnetischen Suszeptibi-
litat eigentlich nur fiir Edelgase zuldssig ist. Ein
Vergleich mit aus Hartree-Funktionen berechneten
Werten ist hier leider nicht moglich, da fir Gold
unseres Wissens noch keine Hartree-Funktionen be-
rechnet worden sind.

| |
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Abb. 18. Vergleich eines Experiments von Leisegang
mit unserer Theorie. Die strichpunktierte Kurve ist
unter Zugrundelegung einer ,,kastenformigen‘‘ Inten-
sitatsverteilung, die gestrichelte unter Annahme einer
GauB-Verteilung im Primérstrahl berechnet.Die durch-
gezogene Kurve wurde von Leisegang berechnet.

In Abb. 18 ist die von Leisegang experimentell auf-
genommene Streuverteilung von 68 kV-Elektronen an
einer Streufolie von 150 A Dicke wiedergegeben. Die
durchgezogene Kurve ist die von Leisegang unter Ver-
nachliassigung der unelastischen Streuung berechnete
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Streuverteilung. Die gestrichelte Kurve wurde von
uns unter Annahme einer Primérstrahlform nach (85)
und die strichpunktierte unter Annahme einer Primir-
strahlform nach (94) berechnet, beide fiir p=1,75
(s. 0.). Die wirkliche Primérstrahlform diirfte zwischen
diesen beiden Grenzfillen gelegen haben. Man sieht
aus Abb. 18, dal unsere Theorie fiir das gegebene Bei-
spiel kaum Vorziige vor der von Leisegang benutzten
besitzt. Das liegt daran, dall wir bei der Ableitung
unserer Streuformeln besonderen Wert auf das Verhal-
ten fur kleinste Winkel und auf die richtige Beriick-
sichtigung der unelastischen Streuung gelegt haben.
Beides geht wegen der Breite des Primérstrahls in
diesem unter. Nach (63) und (71) wird der unelastische
Streuquerschnitt ja erst fur Winkel, die kleiner als
o V2/(Z—1) sind, groBer als der elastische. Im Bei-
spiel von Abb. 18 betriagt dieser Winkel 0,57°, ist also
kleiner als die Priméarstrahlbreite.

Man sieht ferner aus Abb. 18, dafl die von Leisegang
beobachtete Abweichung zwischen Theorie und Ex-
periment im Bereich zwischen 1° und 2° auch durch
Mitbertcksichtigung der unelastischen Streuung und
der Priméarstrahlbreite nicht befriedigend erklirt wer-
den kann, es sei denn, man nihme eine langsamer ab-
fallende Form des Primérstrahls an. Dies Verhalten ist
dhnlich dem in Abb. 9. Dort hatten wir die Vermutung
gedullert, dall durch Interferenzeffekte eine zusitz-
liche diffuse Intensitatsanhidufung im Bereich der
ersten Beugungsringe auftreten konne. Vielleicht ist
das auch in dem in Abb. 18 gezeigten Beispiel der Fall.
Da Gold ein kubisch flichenzentriertes Gitter mit der
Gitterkonstanten 4,05 A besitzt, wiren bei 68 kV
(A=0,0455 A) die ersten Beugungsmaxima bei

0,0455 0,0455
it N | 0 il — 0
9= 1,07 /3 =1,11° und 107 V4 =1,28
zu erwarten.

Herrn Prof. Dr. B.v. Borries danke ich fir die
Anregung zur vorliegenden Arbeit, fiir sein stindiges
Interesse und zahlreiche Diskussionen. Herrn Prof. Dr.
J.Meixner danke ich fiir den Hinweis, daf3 die Funk-
tion (79) in geschlossener Form integrierbar ist.

Mathematischer Anhang
Die Integration von (83) fir kleine p

Wir haben in (84) gesehen, dafl der Integrand in (83)
fir kleine p eine oszillierende Funktion mit unbe-
schrankt zunehmender Amplitude sein kann. Diese
Schwierigkeit ist tibrigens nicht etwa die Folge des
oben erwahnten Unendlichwerdens des differentiellen
Streuquerschnitts fiir unelastische Einfachstreuung
bei Verwendung von (4). Sie taucht vielmehr schon in
einfacherer Form bei der Behandlung der elastischen
Mehrfachstreuung allein auf?®. Die (83) entsprechende
Formel fur elastische Mehrfachstreuung unterscheidet
sich ja von (83) nur dadurch, dafl dort im Exponenten
das Glied mit L (y) und der Faktor (Z + 1)/Z fortfallt.
Der Integrand hat dort also immer das asymptotische
Verhalten

Integrand — const-yJ, (zy). (103)
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Man hilft sich dort mit dem Kunstgriff dafBl man

J'Jo (xy)y dy = lim _[e—a” Jo (@y) y dy (104)

a—>00
setzt und erst die Integration und dann erst den Grenz-
iibergang durchfihrt. Entsprechend wollen wir auch
hier vorgehen. Wir schreiben statt (83)

2p (Z+4+1
Dl == yE,(y)-1) + 2 L(y)
RfD) =[|e” ( ) } .
0 (105)
211
—— —21n y-2In
{ }] I, (xy)y dy
w 2P _Z-1
+ Ie 4 2 (xy) y dy.
0
b (2=
-(’; e~ J, (xy)yt Pz dy = PrE=yyy;

2F1(1_‘
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Dann geht im ersten Integrand die eckige Klammer
hinreichend stark gegen Null, um eine numerische In-
tegration zu ermdoglichen. Das zweite Integral konnen
wir aber streng l6sen, wenn wir einen dhnlichen Kunst-
griff wie in (104) anwenden. Wir schreiben namlich

©
[ Jo (@y) y*4 7% dy = lim fe““”J (@y) y P12 dy.
0 a—>0 0 (106)

Das in (106) links stehende Integral ist ja bis auf
den Faktor exp (—p (Z—1)/Z—4p|Z In y/2) mit dem
zweiten Integral in (105) identisch. Das in (106) rechts
stehende Integral 146t sich aber fiur p< Z/2 durch
die hypergeometrische Funktion ausdriicken??, und
zwar ist

2p 3 2p

s Y B PR P} ”
Zyz VA 519 x/a)' (101)

Nach einer bekannten Transformationsformel fur die hypergeometrische Funktion kénnen wir dafiir schreiben

]

=) | 1

o)
fe—avJO(xy)yl—4PlZdy— Y r __p
| n=

=

=)t

Im Grenziibergang a — 0 wird daraus

(e 0]
lim [ e J, (ay)y* P2 dy =
a—>0 0

A PIZ (% —

F,(1—2p|Z,1—2p|Z; 1; — a?|a?) (108)
z)
) 2,2 (3 % 3 % ...
2) (a_2) 2z zFl(z—Z s 5 3 812 —a¥a?). (108)
Z
2p
e L A (e o

)7

24DIZ—1 42—40IZ ( 2[”)

Damit sind die Schwierigkeiten bei der Integration von (83) behoben.



